PLANTEAMIENTO

1. El beneficio en sentido econénomico se define como la diferencia entre
los ingresos que una empresa percibe y los costos en los que incurre. Un
supuesto bédsico de andlisis econémico es que la empresa actia con el fin
de maximizar sus beneficios.

Supongamos una empresa que fabrica un solo bien a partir de n inputs.
Dicha empresa compra los n inputs en un mercado a los precios dados
P1,P2,---,Pn ¥, vende su producto en este mercado a un precio pg. Se
sabe que f, f: R} — R, es la funcién de produccién, xq es la cantidad a
producir del bien, x;,7 = 1,2,...,n las cantidades a emplear de los inputs
y que a los precios considerados se pueden comprar y vender cantidades
arbitrarias, se trata de calcular el plan de produccién (zg, 21, ..., Z,) que
elegira la empresa con objeto de maximizar sus beneficios.

Solucion

Considerando que la funcién objetivo es

n
max B(zo,21,...,Tn) = PoTo — E Pi%;
i=1

Sujeta a
o < f(x1,22,...,%0);
zg > 05
z; >0, i=1,...,n.

Consideremos las siguientes hipdtesis sobre la funcién de produccién f

a) La funcién de produccién es continua en {x € R"/z; > 0, i =
1,...,n} yes C?enel conjunto D = {x € R"/x; >0, i =1,...,n}
y f(0) =0.
of .
b) ParatodoxeD,%(x) >0,i=1,...,n.

¢) La funcién f es estrictamente cuasicéncava en D.

Estas hipdtesis son bastante razonables para la funcién de produccién.

De hecho, se verifican para una funcién tipo Cobb-Douglas o una funcién
C.E.S.!

Si f es una funcion Cobb-Douglas o C.E.S., entonces, se tendrd xg > 0y
éste se reduce a .
méx  poxo — 3 pii
i=1
sujeta a
flzi,za,...,2p) — 20 >0

_,1-v/e
1Una funcién C.E.S. es una funcién de la forma f(z) = k [Z?Zl dix; p] ,k>0,6,>0
paratodoi=1,2,...,n,v >0y p#0con p>—1



Como la funcién objetivo es céncava ya que es lineal y, el conjunto de so-
luciones factibles convexo, las soluciones estdn determinadas por las con-
diciones de Kuhn-Tucker que son

po—A=0

0
_pi+)\8;i:(x1""x"):0’ i=1,...,n
A>0

M f(z1, 2o, ...,2n) —29) =0
f(mla"'axn)fxO ZO

Suponiendo que existen z* = (zf,z*) y A\* para los que se verifican las
condiciones, entonces se tiene

f(z*) =2 yaque \*=py >0 (1)
Y Pi
)\*zpozafi,z—l, ,n
oz, )
de donde of '
pi:poaxi(x*),zzl,...,n (2)

La condicién (1) significa que la empresa estd produciendo exactamente
lo que va a vender, que es légico si se desea maximizar el beneficio ya
que, si z§ < f(x*), como el precio del producto pg es positivo, el beneficio
obtenido serfa inferior, pues los costos en que se incurre son los mismos,
pero se deja de ingresar la cantidad (f(z*) — )po > 0 al suponer que se
vende todo lo que se produce.

En la condicién (2) aparece la expresién

Po o ($ )

que representa el valor de la productividad marginal del i-ésimo input,
por tanto, si lo que se desea es maximizar el beneficio debe coincidir el
precio p; del input i-ésimo para el valor de su productividad marginal para
i=1,...,n.

Obsérvese que si

Fow
po@xl(x )>p7,

para algin 4, un incremento en el uso del i-ésimo input implicaria un
aumento en el beneficio. En efecto, supongamos que se incrementa z; en
Az; > 0, entonces, z{; pasa a ser

acar = flay,...,x] + Axy,...,x)) yaque xf = f(z")



Teniendo en cuenat la diferenciabilidad de la funcién de beneficios se ve-
rifica

— . -
Lo — Zo

AB = (p()v_pla_p%"'a_pn) Az ZPO(I'(J)F _I'Ek)) _plAZE'L
i

of
+ oy * )
xg —xh = oz, (") Az,
se tiene
AB = Po 8.131 (1' )sz pzAmz = (PO 8.131' (1' ) Pz) A.’Ez >0

0
De manera anéloga si po—f z*) < p; para algin ¢, una pequena reduccién
0
"

3
del empleo del input i-ésimo (Az; < 0) provocard un aumento de los
beneficios, y, por tanto, £* no seria 6ptimo.

. Una compania petrolifera tiene que determinar cudntos barriles de petréleo
va a extraer de los pozos en los préximos anos para maximizar los bene-
ficios. Conoce que si extrae x; millones de barriles durante el primer ano,
puede vender cada barril por (28 —x1) délares siendo el costo de extraccién
de 2 millones de délares. Durante el segundo afio, si extrae xo millones
de barriles el precio de venta por barril es de (30 — z3) délares y 15 mi-
llones de ddlares el costo de extraccién. En el tercer ano si se extraen xs
millones de barriles, cada uno de ellos se puede vender a (32 —xz3) ddlares,
ascendiendo en este caso a 223 millones de ddlares los costos de extraccién.
La empresa, por otra parte, conoce que a lo largo de los tres anos puede
extraer en total 30 millones de barriles y gastar 350 millones en tareas de
extraccién. Supuesto que el tipo de interés anual es del 4 %, determinar la
politica éptima de extraccién en los proximos tres anos.

Solucién

Las variables de decision son:

z1=millones de barriles extraidos en el primer ano
zo=millones de barriles extraidos en el segundo ano

xz3=millones de barriles extraidos en el tercer ano



y la funcién obejtivo sera

) 1 1 , 1 , 1,
max x1(28—x1)+mx2(30—x2)+1,042 x3(32—x3)—x1—m1,5x2—m

sujeta a
23 + 1,523 + 223 < 350;
z1 + 22 + 23 < 30;
33120, .1‘220, $320

La funcién objetivo es el valor presente descontado de ingresos menos
costos. La unidad de medida es el millén de délares del primer ano. en la
primera restriccién se supone que las sumas de las cantidades monetarias
gastadas en el primer, segundo y tercer ano en costos de extracciéon no
pueden superar los 350 millones de délares. Hallamos una solucién del
problema mediante el comando fmincon del Matlab.

Puesto que una de las restricciones es una funcién no lineal, esta se debe
edita como funcién (new function) en Matlab de la siguiente

function [c,ceq]l = myf1l(x)

c=[x(1) "2+1.5%x(2) "2+2*x(3) "2-350] ;
ceq=[1;

end

Definida la restriccién no lineal como una funcién, el problema de optimizacién
se introduce en Matlab en la forma

fun=0(x)-x(1)*(28-x(1))-1/1.04*x(2) * (30-x(2))-1/(1.04) "2*x(3) *(32-x(3))
+x(1)"2+1/1.04%1.5%x(2) "2+1/(1.04) ~2%x2xx(3) "2
[x fvall=fmincon(f,[0 O 0],[1 1 1],30,[1,[]1,[0 O 0], [],@myf1)

Observece que la funcién objetivo es multiplica por -1 para maximizar, pues el
comando fmincon solo haya valores que minimizan la funcién

La solucion dada por el Matlab es de la forma:

Local minimum found that satisfies the constraints.
Optimization completed because the objective function is non-decreasing in
feasible directions, to within the value of the optimality tolerance,

and constraints are satisfied to within the value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

7.0000 6.0000 5.3333



fval =

-263.4339

Asf pues, el beneficio se maximiza cuando se extraen

27= 7 millones de barriles extraidos en el primer ano

25=6 millones de barriles extraidos en el segundo ano

x3=>5. 333 millones de barriles extraidos en el tercer afio

Consiguiéndose un beneficio de 263.43 millones de ddlares con valor del primer

ano.

3. Una persona desea invertir 2000 délares en tres activos financieros. Sea R; la
variable aleatoria que representa el rendimiento anual de un délar invertido en
el activo i para i = 1,2, 3, siendo los valores esperados

E(R:) =0,35, E(R2)=0,12, E(Rs3)=0,22
y las varianzas y covarianzas, respectivamente
Var(R1) = 0,40, Var(Rz2)=0,10, Var(Rs3)=0,20
Cov(R1, R2) = 0,02, Cov(R1,R3)=0,05, Cov(Rz2,R3)=0,22
se pide:

a) Determinar la cartera éptima para la que se minimiza la varianza del rendi-
miento anual, consiguiéndose al menos un rendimiento esperado del 20 %.

b) Sea V* la varianza minima obtenida en el apartado anterior. Encontrar la
cartera éptima, si se quiere maximizar el rendimiento esperado, siendo la
varianza del rendimiento anual de la cartera no mayor que V*.

¢) Resolver nuevamente el apartado a) suponiendo que el valor esperado de
Rs es E(R2) = 0,06. Comparar la solucién con el obtenido en a).

Solucién

a) Si se denota por z1,x2 y 3 los délares a invertir en los activos finan-
cieros 1, 2 y 3 respectivamente y por R la variable aleatoria que representa el
rendimiento anual de la cartera se tiene que:

R=x1Ry 4+ 29Ry 4+ x3R3
y, por tanto, su valor esperado y varianza son:
E(R) = .’blE(Rl) +£L’2E(R2) +£U3E(R3)
0,35z1 + 0,1225 + 0,22x3
23Var(Ry) + 23Var(Ry) + 23Var(Rs) +
2x129C0v(Ry, Re) 4+ 2z123C0ov(R1, R3) + 2x223C0v(Ra, Rs3)
= 0,402% + 0,1023 + 0,202 + 0,042,229 + 0,102 23 + 0,14x523

Var(R)



Asi pues la funcién obejetivo es:
min Var(R) = 0,40z% 40,1023 + 0,2022 + 0,04z125 + 0,102,123 + 0,14z023

Sujeta a
0,35x1 + 0,12x5 + 0,223 > 400;
T + x2 + x3 = 2000;
120, 2220, z3 > 0.

donde la funcién objetivo es la varianza de R, la primera restriccién que
el rendimiento esperado debe ser al menos el 20 % de los 2000 ddlares que se
invierten, es decir, 400 y la segunda restriccion refleja la cantidad total a invertir
en los tres activos financieros.

Utilizando el Matlab introducimos el problema de la forma

fun=@(x)0.4*x(1)"2+0.1%x(2) "2+0.2*x(3) "2+0.04*x (1) *x(2)+0. 1*x (1) *x(3)+0. 14*x(2) *x(3)
[x fvall=fmincon(fun,[0 O 0],[-0.35 -0.12 -0.22],-400,[1 1 1],2000,[0 O 01,[1)

Obteniendose la soluciéon éptima

Local minimum found that satisfies the constraints.

Optimization completed because the objective function is non-decreasing in
feasible directions, to within the value of the optimality tolerance,
and constraints are satisfied to within the value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

1.0e+03 *

0.4996 1.0495 0.4509

fval =

3.6040e+05

Asi pues las cantidades éptimas a invertir en los tres activos financieros son:

27=499.6 ddlares

15=1049.5 ddblares

15=450.9 ddlares

obteniendo en este caso la varianza minima V*=360400.

b) Si se desea maximizar el rendimiento esperado cuando la varianza del ren-
dimiento anual no debe superar la cantidad V*=360400, el problema que se ha de
resolver es

méx 0,35z1 + 0,12z2 + 0,223



Sujeta a

0,40z2 + 0,1023 + 0,2022 + 0,041 22 + 0,10z123 + 0,14z225 < 360400;
1 + x2 + 3 = 2000;
1’120, 1‘220, 13320.

Puesto que se tienen restricciones lineales se debe definir como una funcién con el
comando New function de Matlab de la forma

function [c,ceq]l = myfl(x)

c=[0.4*x(1)"2+0.1*x(2) "2+0.2%x(3) "2+0.04*x (1) *x(2)+0. 1*x (1) *x (3)+0. 14*x (2) *x (3) -360400] ;
ceq=[1;

end

Definida la restriccién no lineal resolvemos el problema en Matlab de la forma

fun=0(x)-0.35%x(1)-0.12*x(2)-0.22*x(3)
[x fvall=fmincon(fun,[0 0 0],[1,[],[1 1 1],2000,[0 O O], [],@myfl)

cuya solucién es

Local minimum found that satisfies the constraints.
Optimization completed because the objective function is non-decreasing in
feasible directions, to within the value of the optimality tolerance,

and constraints are satisfied to within the value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

1.0e+03 *

0.4996 1.0495 0.4509

fval =

-400.0002

que coincide con la del apartado anterior.
c) Teniendo en cuenta el nuevo valor de E(R2) = 0,06, el problema del apartado
a) queda de la forma

min Var(R) = 0,40z% + 0,10z5 + 0,2023 4 0,04z 22 + 0,10z, 23 + 0,14z023

Sujeta a
0,35z1 + 0,062 + 0,22x3 > 400;
T1 + x2 + x3 = 2000;
:L'IZO? m?zoa ZC320

En Matlab



fun=@(x)0.4*x (1) "2+0.1%x(2) "2+0.2*x(3) "2+0.04*x (1) *x(2)+0. 1*x (1) *x(3) +0. 14*x(2) *x(3)
[x fvall=fmincon(fun,[0 O 0],[-0.35 -0.06 -0.22],-400,[1 1 1],2000,[0 O 01,[1)

Su solucién queda

Local minimum found that satisfies the constraints.

Optimization completed because the objective function is non-decreasing in
feasible directions, to within the value of the optimality tolerance,
and constraints are satisfied to within the value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

590.7242 729.9634 679.3124

fval =

4.1196e+05

Por tanto, al disminuir el valor esperado del rendimiento del segundo activo finan-
ciero, que es el de menor varianza, para que la cartera en su conjunto se mantenga en
la rentabilidad esperada, se ha de invertir 729.9636 ddlares en el segundo activo finan-
ciero en lugar de los 1049.5 ddlares que se obtuvieron en la situacién anterior. estos
conlleva también un aumento de la inversién en los activos financieros 1 y 3 que al
tener mayor varianza dan lugar a un incremento en la varainza minima V* = 411960.
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